


2 AVANT-PROPOS

Le quatrième chapitre, sur les équations différentielles, est le plus long. Il a pour
but d’asseoir les principaux résultats de ce qui est véritablement une théorie qui néces-
siterait plusieurs ouvrages. Nous nous sommes donc attachés à présenter les choses de
manière à ce que le lecteur accède au contenu basique qu’un honnête mathématicien
(en herbe) ne doit pas ignorer, et puisse consulter effectivement les ouvrages de plus
haut niveau sur ce sujet, par exemple sur les équations différentielles linéaires. Par
ailleurs nous avons cherché à faire comprendre en quoi les « recettes » que le lecteur
a pu rencontrer ici ou là, ne sont pas dénuées de fondements. Enfin nous terminons ce
chapitre en se plaçant, comme au deuxième « tout près de la géométrie différentielle »,
en abordant les équations aux dérivées partielles semi-linéaires du premier ordre, dans
le même esprit que les équations différentielles, à savoir celui du problème de Cauchy.

Cet ouvrage est né du contact pendant neuf ans avec les candidats à l’Agrégation
de Mathématiques, et du cours de calcul différentiel en Licence 3 de mathématiques
fondamentales assuré pendant quatre ans.

Il m’est agréable de remercier Yves Dupain, Chantal Menini et Marc Polzin, mes
collègues, pour d’utiles conversations, et critiques constructives. Le lecteur souhaitant
connaître des indications sur les exercices proposés peut s’adresser à :

marcel.grange@math.u-bordeaux1.fr ou marcel.grange@numericable.fr
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Chapitre 1

Différentiabilité

Le principal objet du calcul différentiel est d’évaluer la différence

f (x+h)− f (x)

accroissement d’une application f définie au voisinage d’un point x d’un espace
normé E, à valeurs dans un espace normé F . Si l’application f était la restriction
d’une application linéaire, l’accroissement f (x+h)− f (x) vaudrait f (h), et tout se-
rait dit ! De ce fait, la grande idée du calcul différentiel est de déterminer s’il est
possible de trouver, en chaque point x où l’application f est définie, une application
linéaire Lx telle que l’accroissement f (x+h)− f (x) soit « à peu près » l’accrois-
sement de Lx, c’est-à-dire Lx (h). En fait on exige que l’application linéaire Lx soit
continue, de manière à que différentiabilité entraîne continuité. Il est bon de préciser
l’expression « à peu près » employée ci-dessus, selon un point de vue déjà adopté pour
les fonctions réelles d’une variable réelle, qu’on pourrait exprimer ainsi : au voisinage
« très proche » d’un point, une « bonne » courbe est « à peu près » confondue avec la
droite tangente en ce point (du latin tangere : toucher), ainsi l’application linéaire Lx

« mesure » la dose de proportionnalité dans l’accroissement de l’application f .
Souvent certains préconisent de choisir les espaces normés de dimension finie,

mais cette hypothèse n’apporte aucune simplification significative, et peut même mas-
quer l’essence d’un concept ou d’un résultat. Aussi, dans cet ouvrage est développé
le calcul différentiel dans le cadre des espaces normés, ou espaces de Banach, selon
le cas. Cependant, il est parfois précisé que tel ou tel espace normé est de dimension
finie lorsque cela est pertinent.

1.1 Notations et rappels

Ce qui suit concerne tous les chapitres.
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